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Modelos de Previsao

Ingredientes:

1 - Representacao parametrica

Descricdo matematica da probabilidade
de um dado resultado ou placar

"Equacao das probabilidades"

2 — Método de estimacao

Forma de obtencao dos parametros da
"equacao das probabilidades" a partir de
dados e informacoes reais



Modelos de Previsao

Ingredientes:

(3 - Analise de Qualidade)
Quao "bom" € o modelo?
Atributos de qualidade
Medidas de qualidade

Valores de referéncia



1 — Representacao Parameétrica

Existem duas formas (abordagens) de
representacao parametrica:

* Representacao para o RESULTADO:
P(vitoria) P(empate) P(derrota)
* Representacao para o PLACAR do jogo:
P(0x0) P(0x1) P(0x2)

P(1x0) P(1x1) P(1x2)
P(2x0) P(2x1) P(2x2)



1 - Representacdo Paramétrica

Representacao para o RESULTADO

Varias podem ser formuladas, mas a mais
conhecida € a Representacao de Bradley-

Terry:

p.; = P(ivencer j) = h

75+ 7T,

Exemplo: jogo AxBcom 71,=4 e 75=5

o1

~ . _4
entao: pA’B_5 e pB,A:§



1 - Representacdo Paramétrica

Construcao de Bradley-Terry

Embora seja extremamente intuitiva, a
Representacao de Bradley-Terry pode ser
matematicamente construida a partir da
Distribuicao de Gumbel (também conhecida
como Distribuicao de Valores Extremos).

Definicao: diz-se que X ~ Gumbel(u, B) se:

. _xH
f(x) =" ex —X’B'u—e p




1 - Representacdo Paramétrica

Construcao de Bradley-Terry

_(x=p)
entdo:F(X)=P(X <x)=¢€°

Consideremos agora que cada time tem um
escore latente S ("escore latente" significa um
placar nao-observavel mas que indiretamente
define o vencedor — exemplo: xadrez).

Suponhamos entao que o time / tem um
escore latente S; que segue uma Distribuicao
de Gumbel com parédmetros =1 e u=logrn .



1 - Representacdo Paramétrica

Construcao de Bradley-Terry
_(s-log7)

entao: F(s)=P(§<9) = a® 1

Assim, o0 resultado de um jogo entre dois
times /i e j pode ser representado por uma

variavel aleatoria A; =§ - S; .

E pode-se mostrar que essa variavel tem
distribuicao de probabilidade

1
1+ e(In 75 —In7Tj)=4;

F(4;))=P(4=9)=



1 - Representacdo Paramétrica

Construcao de Bradley-Terry

e, por fim, que a probabilidade de vitoria do
time i contra o time j € igual a:

P(i vencer j)=P(A, >0)=1-P(A, £0) =
_ 1 _ |1

~(nm-Inm;)
1+e ATV 4




1 - Representacdo Paramétrica

Bradley-Terry - Observacoes

A formulacao padrao de Bradley-Terry se
aplica somente a confrontos simples onde nao
existe a possibilidade de empate (exemplo:
xadrez - Ranking Elo). Porém, existem
adaptacoes / expansoes que contemplam:

* Possibilidade de empate;

* Efeito "vantagem do primeiro jogador”
(jogar com as brancas, jogar no seu proprio
campo etc.);

* Margem de vitoria
* etc.



1 - Representacdo Paramétrica

Representacao para o PLACAR

Varias podem ser formuladas, mas a mais
usual € a Distribuicao de Poisson, ou seja,
se X € o0 numero de gols marcados por um
time num dado jogo, entao:

—AAX

P(X =x) = P(marcar xgols) =

Exemplo: se 4 = E[X] = 1,8 (ou seja, se. o
time "marca em meédia 1,8 gol por jogo"),
entao a probabilidade de ele marcar 3 gols é:

e “9(18)° _

0161

P(X =3) =



1 - Representacdo Paramétrica

Representacao para o PLACAR

MAS... pode-se considerar que E[X] e P(X=X)
dependam da forca do adversario.

Por isso, uma representacao mais adequada
pode ser a Distribuicao de Holgate:

ot Y AT AL
& (x=i)(y -

P(X =xY=y)=¢€



1 - Representacdo Paramétrica

Construcao da Holgate

Assim como vimos com a Representacao de
Bradley-Terry, a Distribuicao de Holgate
também tem sua razao de ser.

Consideremos trés variaveis independentes
P,, P, e P,,, com distribuicoes de Poisson:

P; ~ Poisson(A;)
P, ~ Poisson (A,)

P., ~ Poisson (A,)



1 - Representacdo Paramétrica

Construcao da Holgate

E definamos X e Y da seguinte forma:
X =P, + Py,
Y=P, + P,

Entdao, a Distribuicao de Holgate ¢é a
distribuicao do vetor (X,Y), ou seja:

P(X=xY=y)=P(R+P,=x,R+RB,=Y)

Notem que é a presengca comum de P,
nas expressoes de X e Y que provoca a
dependéncia entre as duas variaveis.



2 — Estimacao dos Parametros

Existem varios modos possiveis para estimar
(obter) os parametros de uma representacao:

* Maxima Verossimilhanca

* Minimos Quadrados (Modelos Lineares)
* Estimacao Bayesiana / Métodos Iterativos
* Estimacao direta

* atc.



2 - Estimacdo dos Parametros

Maxima Verossimilhanca

E a procura, dentre todos os valores possiveis
que os parametros podem assumir, daqueles
que maximizam a probabilidade de ocorréncia
dos resultados observados.

Exemplo - Bradley-Terry:

N N '
7l T
= e = =1
74+ 7T, i=1 j=1 (7T+7T)
[Ed
verossimilhanca verossimilhanca

de um jogo total



2 - Estimacdo dos Parametros

Maxima Verossimilhanca

Exemplo numeérico - Bradley-Terry:

A vence B A vence C B vence C
C vence D B vence D D vence A

Entao, a verossimilhanca total para esses jogos é:

L= A gfc gfa o’ g7 g’ _
TTn+7Tg T + 7Ty TN+ T Tl + 7Ty Tl + Tl TTp + TTy
TTATIR T T,

i (7T + 113 ) (71 + 715 ) (7T + 71 ) (7T + 71 ) (7T + 7T ) (7T + TT)



2 - Estimacdo dos Parametros

Maxima Verossimilhanca

e portanto a log-verossimilhanca total ée:

¢ =2Inn, +2In7g +In7n- +Inng
—In(71p + 7115) = In(72 + 715) = In(775 + 77
—In(715 + 7115) = In(775 + 7)) = In(775 + 715

Por fim, calculando-se as derivadas e
igualando-as a zero:

O g O g 00 g o g
07T, 07T 071 07T,



2 - Estimacdo dos Parametros

Maxima Verossimilhanca

chegamos a equacoes do tipo:

2 1 1 1
TTp  TIpn+Tlg TIp T 7z Tt 71

Em geral, nao ha solucao analitica para
essas equacoes, mas existem métodos
numeéricos facilmente programaveis e
atraves dos quais podemos encontrar:

An =045 A, =015
f, =045 fr, =015



2 - Estimacdo dos Parametros

Maxima Verossimilhanca

Observacao 1: a solucao das equacoes
nao € unica! Para perceber isso, basta
notar que, se m,, 7, 7% € 7, sao solugoes
estimadores de MV, entao

Lns = Ny _  kny
T\ + 71y ki, + kit
7l K71
Lep =& = ¢ etc.

- +1y kit + ki

e kg, kg, kig- e ki, também sao EMV.



2 - Estimacdo dos Parametros

Maxima Verossimilhanca

O que se costuma fazer € escolher k de
forma que a soma dos parametros seja

igual a 1:

71, = 0,45

o =04 im+A =12— k=t o
f.=015 A BT TP 1,2

i, =015

A =0375 A =0125
i, =0,375 A1, =0125



2 - Estimacdo dos Parametros

Maxima Verossimilhanca

Observacao 2 - Poisson (Holgate):

Exemplo - Time A 3x2 Time B

L = e—(/l1+/12+/|12)22: Af_i/]g_i /]ilz
o (3-DI(2-1)l!

Essa expressao € geralmente impraticavel
de se derivar e igualar a zero.

Se consideramos a verossimilhanca total
para um conjunto de jogos, € ainda mais
inviavel obter analiticamente os EMV.



2 - Estimacdo dos Parametros

Minimos Quadrados

Consiste em tratar os parametros como
variaveis dependentes de informacoes
observadas (variaveis explicativas):

O =X + QX+ + A X T &

Esse parametro 8 pode ser:

* 0 mde Bradley-Terry do time j;

* 0 A da Poisson de um time i;

* uma funcao dos A’s de Poisson dos
dois adversarios do jogo i;

* etc.



2 - Estimacdo dos Parametros

Minimos Quadrados

A forma padrao de estimacgao dos 4 € a
minimizacao dos erros quadraticos:

gl — HI - (O’lxll + 0’2)(2' +...+ 0’ka|) (erro individual)

—_— 2 7y
E= Z[@I — (alx]j + A, Xy e+ A X )] (erro Sotézlc;ratmo
|

Os estimadores de minimos quadrados
sao, entao, as solucoes das equacoes

a_E:O a_E:O etc_

o, 0a,



2 - Estimacdo dos Parametros

Minimos Quadrados

e, a partir das estimativas q,, @, etc.,
podemos calcular

P

O = Q)% + X+ + A Xy

Observacoes:

* Vantagem dos MQ sobre os EMV:
podemos embutir nos a; qualquer fator de
interesse, inclusive relacdes de dependéncia
entre times adversarios.

Um exemplo (numerico, inclusive) disso sera
visto mais a frente, no estudo de caso.



2 - Estimacdo dos Parametros

Minimos Quadrados

Observacoes:

* MQP (Minimos Quadrados Ponderados):
alternativa que difere dos MQO (MQ Ordinarios)
por permitir inclusao de pesos (idade do jogo,
importancia do campeonato etc.):

_ 2
E= W[ —(aXy + 0%y +---+ ) X)]
i
* A abordagem até aqui analisada € de
Regressao Linear Multipla. Mas existem modelos

baseados em abordagens mais complexas, como
Regressao Logistica, GLM etc.




2 - Estimacdo dos Parametros

Estimacao Bayesiana e Métodos Iterativos

Métodos Iterativos: o(s) parametro(s)
sao diretamente atualizados, a partir dos
seus valores anteriores e dos resultados
ou placares efetivamente observados.

Exemplo 1 (hipotético) - a probabilidade
de o time X marcar g gols é:

e
P(G=9)= " (Poisson)
e o valor de A é atualizado por A, =0,2( )Ik +0,8[g,
(valor atualizado de A (para o jogo k+1)) —
(valor original de A (para o jogo k))

(gols marcados no jogo k)



2 - Estimacdo dos Parametros

Estimacao Bayesiana e Métodos Iterativos

Exemplo numeérico:
Suponhamos que A, =35
e que o time marcou 2 gols nesse jogo (g, = 2).

entao, o valor do parametro A para o
proximo jogo sera

Ay =0,2[35+0,8[2=2,3



2 - Estimacdo dos Parametros

Estimacao Bayesiana e Métodos Iterativos

Exemplo 2 (real) - Ranking Elo de Selecoes

71
P(X vencerY)=—* -
( ) 7T 4TI, (Bradley-Terry)

onde

o 101007400 ga 5 selecdo X jogar em casa
* | 10Px/400 caso contrario

(77, € definido de modo analogo)



2 - Estimacdo dos Parametros

Estimacao Bayesiana e Métodos Iterativos

Exemplo 2 (real) - Ranking Elo de Selecoes

S, = resultado observado da selegao X =
1 seaselecao X vencer

=105 se aselecao X empatar

0 seaselegao X perder

S, = resultado esperado da selegao X =
=1[P(time X ganhar)+0[P(time X perder) =

T, 71, T,
=10—*—+00——=—*
TT, + 7T, T+, 7L T




2 - Estimacdo dos Parametros

Estimacao Bayesiana e Métodos Iterativos

Entao: g, =6, +K($-S)

Constante que depende da competicao
e da diferenca de gols a favor de X.

valor original (antes do jogo contra Y) de 6,

valor atualizado (ap0s o jogo contra Y) de 6,

Exemplo numeérico:
Suponhamos que, inicialmente, 8, =80C

entao, ignorando o efeito "jogar em casa":

T, =10%*° =100



2 - Estimacdo dos Parametros

Estimacao Bayesiana e Métodos Iterativos

Exemplo numeérico:

Suponhamos também que 71, =23

entao, o resultado esperado de X é

S, =1[P(time X ganhar)+0[P(time X perder) =

T,
=10 & +op "y =1%-¢g
TT, + T, o+, 125

supondo agora que o time X ganhe o jogo
contra o time Y (ou seja: S, = 1), temos:



2 - Estimacdo dos Parametros

Estimacao Bayesiana e Métodos Iterativos

Exemplo numeérico:
Hxl = Hx t K(So - Se) =
=800+ K (1-0,8)

Para jogos de Copa do Mundo (e ignorando
a diferenca de gols), K = 60 e, portanto, os
valores atualizados de g, e iz, seriam:

6, =800+ 60(1-0,8) =812
e 71, =107/ =10715



2 - Estimacdo dos Parametros

Estimacao Bayesiana e Métodos Iterativos

Estimacao Bayesiana: atribuicao de
uma distribuicao de probabilidades aos
parametros (priori) e atualizacao dessa
distribuicao em funcao das informacoes
observadas (verossimilhanca).

Notacao:
71(6) - distribuicao a priori do parametro &
f(x]|6) - distribuicao (verossimilhanca) de
X, condicional ao valor de 6.
n(@|x) - distribuicao a posteriori de 6,
condicional ao valor de x.




2 - Estimacdo dos Parametros

Estimacao Bayesiana e Métodos Iterativos

Distribuicao a Posteriori:

n(6)f (x6)

o1 = [76)f (x|6)d6
©

71(6) = "probabilidade" (priori) de 8 assumir
um determinado valor.

f(x|8) = "probabilidade" (verossimilhanca)
de observar o valor x, em funcao
do valor de 6.




2 - Estimacdo dos Parametros

Estimacao Bayesiana e Métodos Iterativos

Distribuicao a Posteriori:

n(0)f (x| 6)
| (6)f (x| 6)d6
o

| Xx) =

7n(6|x) = "probabilidade™ (posteriori) de &
assumir um dado valor, atualizada
pelo valor observado de x.

jﬂ(e)f (x| 8)d@ = constante de normalizagao
O



2 - Estimacdo dos Parametros

Estimacao Bayesiana e Métodos Iterativos

Exemplo:
Verossimilhanca:
e )
f(X|A)=P(X =x]|A) = |
X

(i.e. o numero X de gols marcados
segue uma Poisson com méedia A)

Priori:
a
77'(/]) — IB /]a'—le—,B/]
(a)

(i.e. a média A segue uma distribuicao
Gama com parametros a e )




2 - Estimacdo dos Parametros

Estimacao Bayesiana e Métodos Iterativos

Exemplo:
Posteriori:

-
B° P Iﬂx

f(Ax)=_ D) X

00 ﬁa’ _/]AX

[Py deP T 7 da
I (a) X

MAS: Poisson e Gama sao Distribuicoes
Conjugadas, o que facilita a obtencao
da posteriori, sem necessidade de
calcular a integral do denominador.




2 - Estimacdo dos Parametros

Estimacao Bayesiana e Métodos Iterativos

Exemplo:

Posteriori:

a+X
ﬂ(ﬂ | X) — IB /]a'+x—1e—(,8+1)/]
[(a+X)

(i.e. depois da observacao do valor x, a
meédia A segue uma distribuicao
atualizada Gama com parametros a + x
ef+1)



2 - Estimacdo dos Parametros

Estimacao Bayesiana e Métodos Iterativos

Como calcular P(X=x) para o proximo jogo?
Existem trés abordagens:

* Distribuicao f(x) com parametro
igual a Esperanca a posteriori de A.

* Distribuicao f(x) com parametro
igual a Moda a posteriori de A.

* Distribuicao Preditiva:

DP(X) = [ 77(A | %,)P(x| A)d/
0]



2 - Estimacdo dos Parametros

Estimacao Bayesiana e Métodos Iterativos

Exemplo:

Posteriori:

1A | %) = pre A0 %0 1gm(BH)A
[(a+X,)

* Esperanca a posteriori:

a+Xg

e_ p+l (a"'xojx
+ +1
E[A|xo]:"ﬁ+)‘1°:> P(X = X) = xlﬁ




2 - Estimacdo dos Parametros

Estimacao Bayesiana e Métodos Iterativos

Exemplo:

Posteriori:

1A | %) = pre A0 %0 1gm(BH)A
[(a+X,)

* Moda a posteriori:

_a+xg-1

X
o B at+x -1
_a+x,-1

Model | x,) = %% = P(X =) 5 X!/’”’l



2 - Estimacdo dos Parametros

Estimacao Bayesiana e Métodos Iterativos

Exemplo:

Posteriori:

1A | %) = pre A0 %0 1gm(BH)A
[(a+X,)

* Distribuicao Preditiva

a+Xg -1 X
DP(x) = | B2 jawxorigaa (§ 74 4
ra@+x) X



2 - Estimacdo dos Parametros

Estimacao Bayesiana e Métodos Iterativos

Exemplo:

Novamente, o fato de Poisson e Gama
serem Distribuicoes Conjugadas, facilita
o trabalho e elimina a necessidade de
calcular a integral:

* Distribuicao Preditiva (Binomial Negativa):

(xta+x -1 1 YT 1 Y
SCR U C Y B U5




2 - Estimacdo dos Parametros

Estimacao Bayesiana e Métodos Iterativos

Exemplo numeérico:

Verossimilhanca (Poisson):

e )X

f(x|A)=P(X=x]A)="

Priori para A (Gamacom a= = 1):

— ,Ba a-1-p — 4/
ﬂ(/l)—l_(a)/] e e




2 - Estimacdo dos Parametros

Estimacao Bayesiana e Métodos Iterativos

Exemplo numeérico:

Suponhamos que o time marcou 2
gols, ou seja, foi observado x, = 2.

entao:

A posteriori para A sera uma Gama
com parametros a+ x, =1+ 2 = 3
ef+1=1+1=2):

_ ,Ba a-1_—B _ 5 12.—2]
71(A = A =4/




2 - Estimacdo dos Parametros

Estimacao Bayesiana e Métodos Iterativos

Exemplo numeérico:

Por fim:

* Esperanca a posteriori:

e > (1,5)"
X!

E[/l|x0]:§:L5:>P(X:x):

* Moda a posteriori:

2 e’
Moda A | X;] 25:1:> P(X =X) :W



2 - Estimacdo dos Parametros

Estimacao Bayesiana e Métodos Iterativos

Exemplo numeérico:

* Distribuicao Preditiva (Binomial Negativa)

X+a+X,—1 7o "
DP(X) = o7 -1 1=
X L+2 L+2
(YIEE
X N3)\3
Obs: os modelos (iterativos e bayesianos) reais

sao, em geral, (bem) mais complexos que o0s
exemplos aqui apresentados.




2 - Estimacdo dos Parametros

Estimacao Direta

Utilizacao direta de informacoes descritivas
(externas e pre-existentes).

Exemplo:
R, = pontos da selecao X no Ranking da FIFA

R, = pontos da selegao Y no Ranking da FIFA

R
P(X vencerY) = X }
( ) R +R, (Bradley-Terry)
PROBLEMA: as informacoes utilizadas como

parametros nao necessariamente guardam
coeréncia conceitual com as probabilidades.



3 — Verificacao de Qualidade

* Analise Anterior

Apreciacao qualitativa das caracteristicas
da construcao do modelo.

* Analise Posterior

Avaliacao quantitativa dos resultados
preditivos obtidos pelo modelo

indices de confronto entre previsdes

realizadas (probabilidades) e resultados
efetivamente observados.



3 - Verificagcao de Qualidade

Analise Anterior

Pergunta: o que o modelo faz, faz sentido?

Exemplo (Ranking FIFA + Bradley-Terry):
RX
P(XvencerY) R+tR, R,

P(YvencerX) R, R
R +R,

POREM: o método de calculo do Ranking FIFA
nao implica que uma selecao com k vezes a
pontuacao de outra, tenha uma probabilidade
de vitoria igual a k vezes a de derrota!



3 - Verificagcao de Qualidade

Analise Posterior

Se baseia em duas medidas/atributos:

A — Medida de Confiabilidade

Idéia basica: de uma moeda que tenha
P(cara) = 80% e P(coroa) = 20%, espera-
se observar, no longo prazo, 80% de caras
e 20% de coroas.

Nesse caso, teriamos:

#caras ° #Coroas °
MC = _ -08| +| — -0,2
(# jogadas j (# jogadas j




3 - Verificagcao de Qualidade

Medida de Confiabilidade

Em termos futebolisticos:

2
#VO_+#EO, +#DO
MC=Y p p P _ b
~| #VP,+#EP,+#DP,

onde:

#VPP+# EP,+#DP, = quantidade de resultados
(vitorias, empates e derrotas) que tinham

probabilidade p de ocorrer

#VOp+#EO +#DOIO =quantos desses resultados
efetivamen@e aconteceram



3 - Verificagcao de Qualidade

Medida de Confiabilidade

Observacao: Probabilidades sao numeros
reais. Por isso, costuma-se trabalhar com
intervalos:

MC=Y

I
onde:

#VP +#EP +#DP = quantidade de resultados
(V, E, D) cujas probabilidades de ocorréncia
estavam dentro do intervalo 1

#VO, +#EQ, +#DQO, = quantos desses resultados
efetivamente aconteceram

#VB +#EB +#DR

|” = centro do intervalo I



3 - Verificagcao de Qualidade

Medida de Confiabilidade

Exemplo numérico (site Chance de Gol):
I I* #P, #0, #0, (#o,_ *T
#P #P

[0; O0,1] 0,05 2583 314 0,122 0,0051
[0,1; 0,2] 0,15 7831 1804 0,230 0,0065
[0,2 ; 0,3] 0,25 16679 5924 0,355 0,0111
[0,3; 0,4] 0,35 6293 2774 0,441 0,0082
[0,4; 0,5] 0,45 7238 3254 0,450 2x1077
[0,5; 0,6] 0,55 6316 3413 0,540 0,0001
[0,6 ; 0,7] 0,65 3431 2068 0,603 0,0022
[0,7 ; 0,8] 0,75 1625 1098 0,676 0,0055
[0,8 ; 0,9] 0,85 721 562 0,772 0,0050
[0,9 ; 1] 0,95 221 195 0,882 0,0046

MC = Soma = 0,0483




3 - Verificagao de Qualidade

Medida de Confiabilidade

Interpretacao Grafica (site Chance de Gol):

‘-
0,9 -
0,8 -
0,7
0,6 -
0,5 -
0,4
0,3 -
0,2
0,1

0

0 0,2 0,4 0,6 0,8 1

diagonal azul = proporcoes esperadas (I¥)

linha vermelha = proporcoes observadas (#0I/#PI)



3 - Verificagao de Qualidade

Medida de Confiabilidade

Interpretacao Grafica (site Chance de Gol):

0,9 -
0,8 -
0,7
0,6 -
0,5 -
0,4
0,3 -
0,2
0,1

MC = distancia entre as linhas azul e vermelha

consequentemente: melhor MC possivel = 0



3 - Verificagcao de Qualidade

Analise Posterior

B - Medida de DeFinetti

E uma medida de exatiddo das previsdes.

Ideia basica: confronto entre o vetor de
probabilidades (previsoes) (PV, PE, PD) e o
vetor correspondente ao resultado de fato
observado:

(1, 0, 0) se o time ganhou o0 jogo;
(0, 1, 0) se o time empatou o jogo;
(0, O, 1) se o time perdeu o jogo.



3 - Verificagcao de Qualidade

Medida de DeFinetti

Todos os vetores (PV, PE, PD) possiveis
podem ser associados a pontos do simplex

(triangulo) em R3:
A

(1,0,0) = vitédria

m (PV,RE, PD)

(0,1,0) = empate
>

/(0,0,1) = derrota



3 - Verificagcao de Qualidade

Medida de DeFinetti

Entao, a Distancia de DeFinetti € a distancia
quadratica entre o pontos correspondentes
a previsao realizada e ao resultado ocorrido:

-

(PV -1)% + (PE-0)* +(PD-0)* se vencer;
DDF ={(PV -0)* +(PE-1)°+(PD-0)* se empatar;
(PV -0)* +(PE-0)*+(PD-1)* se perder.

.

E a Medida de DeFinetti € a meédia aritmética
das Distancias de DeFinetti para todos os
jogos considerados.




3 - Verificagcao de Qualidade

Medida de DeFinetti

Valores de Referéncia:
* Melhor DDF possivel: (1-1)?+2[{0-0)°=0

* "Preguicoso": imagine um modelo que
sempre atribua probabilidades (1/3, 1/3,
1/3), para todos os jogos possiveis.

entao, para esse modelo:

MDF = (1/3-1)° +2{1/3-0)* =0,6667

Logo, € mais conveniente, mais rapido, mais
barato etc. usar o "modelo preguicoso” do
gque um modelo que tenha DDF > 0,6667.



3 - Verificagcao de Qualidade

Analise Posterior

C - "Taxa de Funcionamento"

Quantas vezes (proporcionalmente) o modelo
produz valores inadequados.

Exemplo: Bradley-Terry

"TF" = proporcao de vezes em que foram
estimados valores positivos para 7

Exemplo: Binomial Negativa

"TF" = proporcao de vezes em que foram
estimados valores de p entre 0 e 1.



3 - Verificagcao de Qualidade

Analise Posterior

D - "Taxa de Acerto” (MITO!)

Quantas vezes (proporcionalmente) o modelo
"acertou" o vencedor dos jogos.

observacao 1: tudo o que tem probabilidade
95% de acontecer, tem 5% de nao acontecer.

observacao 2: se um time tem probabilidade
de 5% de vitoria, entao a hipotese de esse
time ganhar o jogo esta contemplada (e
medida em 5%).

PORTANTO, nao € correto utilizar a "taxa de
acerto” como medida de qualidade.



3 - Verificagcao de Qualidade

Analise Posterior

D - "Taxa de Acerto” (MITO!)

Exemplo: time X x time Y

Modelo I | Modelo II
P(vitoria de X) 0,90 0,35
P(empate) 0,06 0,33
P(vitoria de Y) 0,04 0,32

Suponha que o time Y tenha vencido o jogo.
Entao, os dois modelos teriam "TA" = 0.

Mas, claramente, I "errou muito mais" que II.



4 - Estudo de Caso: Chance de Gol

Representacao Paramétrica:

Distribuicoes de Poisson univariadas, i.e.,
para um jogo entre os times / e J:

G, = numero de gols marcados pelo time j

G; = numero de gols marcados pelo time j

A.
e A
g!

P(G =9)=

Aj
e A?
P(G; =9) = g




4 - Estudo de Caso: Chance de Gol

Estimacao dos Parametros

Funcoes a serem estimadas:

Dy = E[G -Gj] =4 — 4
(quanto o time i € "melhor" que o j)
S; = E[G +Gj] =4 + 4,
("poder ofensivo conjunto™ dos dois times)

A partir dessas fungoes D; e S; pode-se

obter os A de cada time:
A.:Sij+Dij A.:Sij_D

! 2 J 2

J




4 - Estudo de Caso: Chance de Gol

Estimacao dos Parametros

Equacoes de estimacao (regressao):

{Sk = X A X oo X &
Dy = B + BoYor +...+ By Ya + &k

S, = soma de gols no k-ésimo jogo

X, = 1 se o time j participou do k-ésimo jogo;
0 se nao participou

a;, a,, ..., @y sao (hiper)parametros a serem
estimados



4 - Estudo de Caso: Chance de Gol

Estimacao dos Parametros

Equacoes de estimacao (regressao):

{Sk = X A X oo X &
Dy = B + BoYor +...+ By Ya + &k

D, = diferenca de gols no k-ésimo jogo

Y, = 1 se o time j foi "mandante”
-1 se foi "visitante"

0 se nao participou do k-ésimo jogo

B, B>, ..., By sao (hiper)parametros a serem
estimados



4 - Estudo de Caso: Chance de Gol

Estimacao dos Parametros

Aplicando a essas equacoes técnicas de
analise de regressao multipla, obtemos os
estimadores de minimos quadrados

a,,8,,....0y € B, By,..., By

gque sao aqueles que minimizam 0S erros
quadraticos

Zglg =D [S — (@ Xy + A Xy +...+ XNk)]2

> &2 =Y [Dy = (B + LoV +--- + By Yni)I?



4 - Estudo de Caso: Chance de Gol

Estimacao dos Parametros

Suponhamos agora que o proximo jogo
(o (k+1)-ésimo) seja entre os times j e j.
Entdo, a partir de 4,,4,,...,4y € B, Bos..., By
podemos calcular

S1<+1—5"1X1,k+1"'0'2X2|<+1 LA XN TG "'a'j
Dys1 = ,31Y1 kt1 T ,32Y2 1 Tt By K+~ =B - P, J

e, conseqglientemente:

~ "~ N

3 _ St Dew e A = Sce1 ~ Diean
2 ’ 2




4 - Estudo de Caso: Chance de Gol

Exemplo Numérico

Campeonato hipotético:

Jogol-Time A2x3 Time B
Jogo 2 - Time C 5x1 Time D
Jogo 3 - Time A 4x0 Time C
Jogo4 -Time B 1x1 Time D
Jogo 5 - Time A Ox2 Time D

Queremos calcular as probabilidades para o

Jogo 6 -Time B x Time C



4 - Estudo de Caso: Chance de Gol

Exemplo Numérico

Campeonato hipotético:

Jogol-Time A2x3 Time B
Jogo 2 - Time C 5x1 Time D
Jogo 3 - Time A 4x0 Time C
Jogo4 -Time B 1x1 Time D
Jogo 5 - Time A Ox2 Time D

Entao, temos, para
a primeira equacao

6

de regressao: S=|4| X
2
2

P, O R, O K

O r O O BB

o O+ +» O

P P O L O




4 - Estudo de Caso: Chance de Gol

Exemplo Numérico

Campeonato hipotético:

Jogol-Time A2x3 Time B
Jogo 2 - Time C 5x1 Time D
Jogo 3 - Time A 4x0 Time C
Jogo4 -Time B 1x1 Time D
Jogo 5 - Time A Ox2 Time D

que & "equivalente" a |9Timea ¥ OTimes =
"solucionar" o sistema |%timec * Otimen =0
de equacoes

/-

aTimeA +aTimeC =4

aTimeB +aTimeD =2

\aTimeA + aTime D =2



4 - Estudo de Caso: Chance de Gol

Exemplo Numérico

Campeonato hipotético:

Jogol-Time A2x3 Time B
Jogo 2 - Time C 5x1 Time D
Jogo 3 - Time A 4x0 Time C
Jogo4 -Time B 1x1 Time D
Jogo 5 - Time A Ox2 Time D

Analogamente, para -1

a segunda equacao 4

de regressao: D=| 4 Y
0
__2_

o +r O O

1 -1
-1 0
0 -1
0 -1



4 - Estudo de Caso: Chance de Gol

Exemplo Numérico

Campeonato hipotético:

Jogol-Time A2x3 Time B
Jogo 2 - Time C 5x1 Time D
Jogo 3 - Time A 4x0 Time C
Jogo4 -Time B 1x1 Time D
Jogo 5 - Time A Ox2 Time D

que € "equivalente" a Brimea ~ Brimes =1
"solucionar" o sistema | Brimec ~ Brimen =4
de equagaes IBTimeA _IBTimeC =4
IBTimeB _IBTimeD =0
uBTimeA _IBTimeD =-2

_\.




4 - Estudo de Caso: Chance de Gol

Exemplo Numérico

Calculando-se os estimadores de minimos
quadrados, encontramos:

ré\’TimeA = 1’25 (BTimeA — _01125
) ATimes = 22 Brimes =0
UTimec = 4 IBTimeC =-0,5
\ﬁTime D~ 0,75 \:BTime D — -0,875

N

de onde obtemos:

E[Gg +Gc] = (1,2510) +(2,5[1) + (4[1) +(0,75[0) = 6,5
E[Gg - G.] = (-0,125[0) + (0[1) + (-0,5[(-1)) + (0,875[0) = 0,5



4 - Estudo de Caso: Chance de Gol

Exemplo Numérico

Por fim:

E[Gg +G¢] + E[Gg —~G¢] _ 65+05 _

A
B 2 2

3,5

» _ E[Gg+G¢] -E[Gg -G.] _65-05_

y 3
¢ 2 2

e, consequentemente:

-3,5 b —31C
P(Gy =b) = &3V =% 3



4 - Estudo de Caso: Chance de Gol

Calculo de P(V), P(E) e P(D)

Como calcular P(V), P(E) e P(D)?

P(vitoriadeB) = P(Gg >G,) = ¥ P(Gg =b)P(G¢ =¢)

b>c

P(vitériadeC) = P(Gg <G;) = >_P(Gg =b)P(G; =¢)

b<c

P(empatg = P(Gg =G¢) = > P(Gg =b)P(G¢ =b)
b

POREM, ndo existe formula fechada para
as duas primeira somas.



4 - Estudo de Caso: Chance de Gol

Calculo de P(V), P(E) e P(D)

* Distribuicao de Skellam:

d/2
P(Gg -Gc =d) = e_(/]BMC)[j]Bj I|d|(2\//]B/]c:)

C
entao:
P(vitériadeB) = P(Gg -G, >0) = > P(Gg —G¢ =d)

d>0
P(empat) = P(Gg — G =0)

P(vitériadeC) = P(Gg —G, <0) = > P(Gg -G, =d)
d<0



4 - Estudo de Caso: Chance de Gol

Calculo de P(V), P(E) e P(D)

Entao, a probabilidade de empate pode
ser calculada de forma exata:

P(empatg = e “B+10)] 0(24/ﬁBﬁC)

e as probabilidades de vitoria de cada time
podem ser aproximadas pelas somas:

N3N )
P(vitériadeB):dz_le‘“B”C{ij a2y A6 )

d/2
P(vitériadeC) = Z e‘“B”C)(A ] I|d|(2 /TB/TC)
d=N c

L-



4 - Estudo de Caso: Chance de Gol

Calculo de P(V), P(E) e P(D)

* Retangulo Truncado:

P(G;=0,G. =0)

P(G5;=1,G.=0)

P(G5 = N,G. =0)

P(G,=0,G =1)

P(Gy=1G,=1)

P(G;=N,Go=1)

P(GB =0,G, :N)

P(GB =1LG, :N)

P(G;=N,G, = N)

entao, podem ser feitas as aproximacoes:

P(empate) = soma da diagonal

P(vitoria de B) = soma do triangulo superior

P(vitoria de C) = soma do triangulo inferior




4 - Estudo de Caso: Chance de Gol

Exemplo Numérico

Entao, lembrando que /TB =39 e /TC =3

e fazendo as somas pela distribuicao
de Skellam truncada entre -20 e 20,
chegamos as probabilidades

(P(vitériade B) = 0,49¢
s P(empat¢=0,157
P(vitdériadeC) =0,345




4 - Estudo de Caso: Chance de Gol

Exemplo Numérico

ApOs a realizacao do jogo, o impacto
dessas probabilidades na Medida de
Confiabilidade sera:

* Soma de 1 ao denominador da parcela
referente ao intervalo [0,4 ; 0,5];

* Soma de 1 ao numerador se o time B
vencer o jogo e de 0 em caso contrario.

* Soma de 1 ao denominador da parcela
referente ao intervalo [0,1 ; 0,2];

* Soma de 1 ao numerador se o time B
empatar o jogo e de 0 em caso contrario.



4 - Estudo de Caso: Chance de Gol

Exemplo Numérico

ApOs a realizacao do jogo, o impacto
dessas probabilidades na Medida de
Confiabilidade sera:

* Soma de 1 ao denominador da parcela
referente ao intervalo [0,3 ; 0,4];

* Soma de 1 ao numerador se o time B
perder o jogo e de 0 em caso contrario.



4 - Estudo de Caso: Chance de Gol

Exemplo Numérico

ApOs a realizacao do jogo, o impacto
dessas probabilidades na Medida de
DeFinetti sera:

* DDF =(0,498-1)° +(0,157-0)* +(0,345-0)* = 0,396
se o0 time B vencer 0 jogo;

* DDF = (0,498-0)* +(0157-1)* + (0,345~ 0)* =1,078
se o0 time B empatar o jogo;

* DDF = (0,498-0)* +(0,157-0)* +(0,345-1)* = 0,702
se o0 time B perder o jogo.



5 — Comentarios Finais

Rankings Parameétricos

Modelos suficientemente "bons" (no sentido
da analise anterior) podem proporcionar a
formacao de rankings.

Exemplo: Bradley-Terry

LIl

75+ 7T TR T

= P(i derrotarj) > P(j derrotar) =
=i é“melhor’ que|

Tt >l =

J m—



5 - Comentarios Finais

Rankings Paramétricos

Exemplo: Chance de Gol

ﬂi >ﬂ] — E[C;I _GJ] >O:>
= E[G]>E[G|]=
= P(G >G;)>P(G <G|)=
= i é“melhor’ que |
Portanto, os times podem ser tecnhicamente

ranqueados em funcao dos seus parametros
r(Bradley-Terry) ou S (Chance de Gol).



5 - Comentarios Finais

Resultados x Placares

Exemplo (play-off de cinco jogos):

Time M 1x0 Time N
Time M 1x0 Time N
Time M 1x0 Time N
Time M 1x0 Time N

Time N 7x0 Time M

Modelos baseados em resultados:
4 vitorias do Time M contra 1 do Time N

(portanto, o Time M é "melhor").



5 - Comentarios Finais

Resultados x Placares

Exemplo (play-off de cinco jogos):

Time M 1x0 Time N
Time M 1x0 Time N
Time M 1x0 Time N
Time M 1x0 Time N

Time N 7x0 Time M

Modelos baseados em placares:
"placar agregado” de 7x4 para o Time N

(portanto, o Time N € "melhor").



5 - Comentarios Finais

Areas para Estudos Futuros

* Modelos "intermediarios" que conciliem
"placar" e "resultado";

* Modelos que levem em consideracao o0s
jogadores (desfalques, reforcos etc.);

* Modelos de comparacgao historica (Hungria
de 1954 x Brasil de 1970, Santos de Pelé x
Barcelona de Messi etc.)
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